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RELEVEMENT GEOMETRIQUE DE LA BASE
CANONIQUE ET INVOLUTION DE SCHU¨TZENBERGER
SOPHIE MORIER-GENOUD
Re´sume´. Soit G un groupe de Lie complexe semisimple simplement
connexe, et BV la base canonique d’un module de Weyl V de G. On
calcule explicitement en terme de parame´trisation l’action du plus long
e´le´ment du groupe de Weyl sur BV . On utilise pour cela les re´sultats de
[3] sur le rele`vement ge´ome´trique.
Re´sume´. Let G be a complex simply connected semisimple Lie group,
and let BV be the canonical base of a Weyl module V of G. We calculate
explicitely the action of the longest element w0 of the Weyl group on
BV in terms of parametrizations. The method is based on results of [3]
on the geometric lifting.
1. Introduction
Soit G un groupe de Lie complexe semisimple simplement connexe et B
un sous groupe de Borel. L’alge`bre R des fonctions re´gulie`res sur la varie´te´
de drapeau G/B est engendre´e par une base dite base canonique duale, [7],
qui posse`de des proprie´te´s remarquables de compatibilite´s avec certaines fil-
trations. Cette base admet deux syste`mes de parame´trisations, [3], la para-
me´trisation de Lusztig, et la parame´trisation en cordes. On introduit en 2.3,
un morphisme Φλ qui, a` un automorphisme de diagramme pre`s, correspond a`
l’action de w0, ou` w0 est l’e´le´ment de longueur maximale du groupe de Weyl.
Ce morphisme Φλ pre´servant la base canonique, on cherche a` l’exprimer en
terme de parame´trisations. Le re´sultat obtenu ge´ne´ralise a` tout groupe G
et pour tout choix d’une de´composition re´duite de w0 le re´sultat de [2, §8].
Un re´sultat remarquable est que pour un choix particulier des parame´trisa-
tions, on obtient une expression affine. La combinatoire de la base canonique
ge´ne´ralise celle des tableaux de Young. Dans cette ge´ne´ralisation, le re´sultat
pre´sente´ peut-tre vu comme un analogue de l’involution de Schu¨tzenberger.
La me´thode utilise´e est celle du rele`vement ge´ome´trique, objet introduit et
utilise´ dans une se´rie d’articles, [1], [3], qui e´tablit un lien entre les combina-
toires de la base canonique et la ge´ome´trie de certaines varie´te´s totalement
positives. A l’aide de ce re´sultat, on montre dans [5] que l’on peut re´aliser
les coˆnes de Lusztig en termes de parame´trisations d’une partie de la base
canonique. Une autre application de ce re´sultat concerne une ge´ne´ralisation
de [4] et permet en particulier de fournir explicitement des de´ge´ne´rescences
semi-toriques pour les varie´te´s de Richardson. Ces re´sultats sont plus large-
ment de´veloppe´s dans [8].
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2. Notations et pre´liminaires
2.1. Soit G un groupe de Lie complexe semisimple et simplement connexe.
On fixe un tore T et un sous groupe de Borel B de G. Soit N le radical
unipotent de B. On note B− le sous groupe de Borel oppose´ et N− son
radical unipotent. On note respectivement g, h, n, n−, les C-alge`bres de
Lie de G, T , N , N−. On a la de´composition triangulaire g = n− ⊕ h ⊕
n. Soit {αi}1≤i≤n une base du syste`me de racines correspondant a` cette
de´composition, n e´tant le rang de g. On note P le re´seau des poids engendre´
par les poids fondamentaux ̟i, 1 ≤ i ≤ n, et P
+ :=
∑
iN.̟i le semigroupe
des poids entiers dominants. La matrice de Cartan associe´e a` g est note´e
(aij)1≤i,j≤n. On de´signe parW le groupe de Weyl, engendre´ par les re´flexions
si correspondant aux racines simples αi. Un mot re´duit pour w ∈W est une
suite d’indices i = (i1, · · · , il) telle que w = si1 · · · sil , ou` ℓ(w) := ℓ de´signe
la longueur de w. Soit w0 l’unique e´le´ment de W de longueur maximale. On
pose N := ℓ(w0).
2.2. L’alge`bre enveloppante de g, note´e U(g), est engendre´e par les ge´ne´-
rateurs Ei, Fi, Hi, 1 ≤ i ≤ n et les relations de Serre. On note B la base
canonique de U(n−), et e˜i, f˜i les ope´rateurs de Kashiwara, [7], [6]. Soit λ dans
P+, on note V (λ) le module de Weyl de plus haut poids λ et vλ un vecteur
de plus haut poids de V (λ). On note B(λ) := V (λ)∩B qui est une base, dite
canonique, de V (λ). On de´signe par vlowλ le vecteur de V (λ) de plus bas poids,
appartenant a` B(λ). Soit i un mot re´duit de w0. On adopte les notations de
[3, §3], on note bi : Z
N
≥0 → B la bijection correspondant a` la parame´trisa-
tion de Lusztig de la base canonique et ci : B → Z
N
≥0 la parame´trisation en
cordes de la base B. On pose Ci := ci(B) et Ci(λ) := ci(B(λ)). Pour deux mots
re´duits i et i′, on de´finit les applications de changement de parame´trisations
Ri
′
i
= (bi′)
−1 ◦ bi : Z
N
≥0 → Z
N
≥0 et R
−i′
−i
= ci′ ◦ (ci)
−1 : Ci → Ci′ .
2.3. Soit ω l’automorphisme de U(g) de´fini sur les ge´ne´rateurs par ω(Ei) =
Fi, ω(Fi) = Ei, ω(Hi) = −Hi. Pour tout U(g)-module V , soit V
ω le module
tordu par l’action de ω, i.e comme espace vectoriel V ≃ V ω et muni de
l’action u ∗ v = ω(u)v, u ∈ U(g), v ∈ V . Si V est un module simple,
alors V ω l’est aussi. Ainsi pour tout λ ∈ P+, il existe un λω ∈ P+ tel que
V (λ)ω est isomorphe a` V (λω). Il existe donc un isomorphisme Φλ d’espaces
vectoriels entre V (λ) et V (λω) tel que Φλ(uv) = ω(u)Φλ(v), u ∈ U(g), v ∈
V (λ). Clairement, Φλ envoie un vecteur de plus haut poids sur un vecteur
de plus bas poids. D’apre`s le lemme de Schur, ce morphisme est unique a`
une constante multiplicative pre`s. On peut choisir la constante pour avoir
Φλ(vλ) = v
low
λω . Par [7, §21], on a les proprie´tes suivantes :
Proposition 2.1. On a (i) λω = −w0(λ), (ii) Φλ(Bλ) = Bλω , (iii) pour
tout 1 ≤ i ≤ n,Φλf˜i = e˜iΦλ
3. Rele`vement ge´ome´trique
Dans cette partie on s’inte´resse au rele`vement ge´ome´trique de l’application
Φλ. En utilisant les re´sultats de [3], nous donnons une formule explicite
pour l’application b−1
i
Φλc
−1
i
qui donne la parame´trisation de Lusztig t′ =
RELEVEMENT GEOMETRIQUE DE LA BASE CANONIQUE... 3
(t′1, · · · , t
′
N ) de l’e´le´ment Φλ(b) en fonction de la parame´trisation en corde
t = (t1, · · · , tN ) d’un e´le´ment b de la base canonique.
3.1. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, on note ϕi : SL2 →֒ G l’injection canonique
correspondant a` la racine simple αi. Pour 1 ≤ i ≤ n, on conside`re les sous-
groupes a` un parame`tre de G de´finis par
xi(t) = ϕi
(
1 t
0 1
)
, yi(t) = ϕi
(
1 0
t 1
)
, t ∈ C
tα
∨
i = ϕi
(
t 0
0 t−1
)
, t ∈ C∗
Les xi(t), (resp. yi(t), t
α∨i ) engendrent N , (resp.N−, H). On a les relations
de commutation suivantes :
tα
∨
i xj(t
′) = xj(t
aij t′)tα
∨
i , tα
∨
i yj(t
′) = yj(t
−aij t′)tα
∨
i(3.1)
On de´finit deux antiautomorphismes involutifs de G, x 7→ xT , appele´ trans-
position, et x 7→ xι, appele´ inversion, par :
xi(t)
T = yi(t), yi(t)
T = xi(t), (t
α∨i )T = tα
∨
i
xi(t)
ι = xi(t), yi(t)
ι = yi(t), (t
α∨i )ι = t−α
∨
i
Notons G0 := N
−HN l’ensemble des e´le´ments de G qui admettent une
de´composition (unique) gaussienne ; on e´crira x = [x]−[x]0[x]+ pour x ∈ G0.
Pour toute suite d’indices i = (i1, · · · , im) et toutm-uplet t = (t1, · · · , tm)
de Cm, on note :
xi(t) := xi1(t1) · · · xim(tm), et x−i(t) := yi1(t1)t
−α∨i1
1 · · · yim(tm)t
−α∨im
m
D’apre`s [2], les xi et x−i parame´trisent des sous varie´te´s de G, et en partic-
ulier pour i un mot re´duit de w0, on a
The´oreme 3.1. Il existe deux sous varie´te´s de G, note´es Le,w0>0 , resp. L
w0,e
>0 ,
telles que pour tout i mot re´duit de w0, l’application xi, resp. x−i, re´alise
une bijection de RN>0 sur L
e,w0
>0 , resp. L
w0,e
>0 .
On note R˜i
′
i
:= x−1
i
′ ◦ xi et R˜
−i′
−i
:= x−1
−i′
◦ x−i les applications de change-
ment de parame´trisation. Un re´sultat important de [3] donne que ces ap-
plications rele`vent ge´ome´triquement les applications Ri
′
i
et R−i
′
−i
de change-
ment de parame´trisation de la base canonique. Plus pre´cise´ment, utilisant les
re´sultats sur les semicorps de [1], on de´finit une transformation de ”tropical-
isation”, note´e [.]Trop . Brie`vement, l’application [.]Trop est une application
entre le semicorps Q>0(t1, · · · , tN ) des expressions rationnelles sans sous-
traction en t1, · · · , tN et l’ensemble des applications de Z
N dans Z et qui
consiste a` remplacer la multiplication par l’addition, la division par la sous-
traction et l’addition par l’ope´ration a⊕ b := min(a, b). On a d’apre`s [3],
The´oreme 3.2. Les composantes de (R˜i
′
i
)∨ et (R˜−i
′
−i
)∨ sont des expressions
rationnelles sans soustraction, et
(i) [(R˜i
′
i )
∨(t)]Trop = R
i
′
i (t) (ii) [(R˜
−i′
−i
)∨(t)]Trop = R
−i′
−i
(t)
La notation (.)∨ signifie que l’on conside`re les formules analogues dans le
dual de Langlands de G. On note aussi [.]Trop l’application [.]Trop applique´e
sur chaque composante.
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3.2. Soit ζ : Lw0,e>0 → L
e,w0
>0 de´finie par ζ(x) := [x
ιT ]+. En utilisant (3.1),
on obtient aise´ment que l’application ζ est bien de´finie et plus pre´cise´ment,
Proposition 3.3. Soit i = (i1, · · · , iN ) un mot re´duit de w0, et (t
′
1, · · · , t
′
N ) =
(x−1
i
◦ ζ ◦ x−i)(t1, · · · , tN ). On a alors
t′k = t
−1
k
∏
j>k
t
−aij ik
j
On peut maintenant donner la formule du rele`vement ge´ome´trique de Φλ :
The´oreme 3.4. Soit i et i′ deux mots re´duits de w0, alors les composantes
(x−1
i
◦ ζ ◦ x−i′)
∨ sont des expressions rationnelles sans soustraction, et
b−1
i
Φλc
−1
i
′ (t) = [(x
−1
i
◦ ζ ◦ x−i′)
∨(t)]Trop + b
−1
i
Φλ(vλ)
On pose (l1, · · · , lN ) := b
−1
i
Φλ(vλ). Notons que ces constantes peuvent
eˆtre donne´es explicitement, [5]. On obtient alors la formule suivante :
Corollaire 3.5. Pour (t′1, · · · , t
′
N ) = b
−1
i
Φλc
−1
i
(t1, · · · , tN ),
t′k = lk − tk −
∑
j>k
aikij tj
Preuve : On fixe un poids λ dans P+. Soit Φi,i′ : Ci(λ) → Z
N une famille
d’applications indexe´e par deux mots re´duits de w0 ve´rifiant les trois condi-
tions suivantes :
(1) Φi,i′(0, · · · , 0) = b
−1
i
Φλ(vλ)
(2) Φi,i′ = R
i
i
′′ ◦ Φi′′,i′ = Φi′′,i′ ◦R
−i′′
−i′
(3) Pour Φi,i(t1, · · · , tN ) = (t
′
1, · · · , t
′
N ), t
′
1 + t1 et t
′
k, k 6= 1, sont des
fonctions de t2, · · · , tN .
Le the´ore`me est une conse´quence de la proposition suivante :
Proposition 3.6. On a,
(i) Si (Φi,i′) est une famille ve´rifiant les conditions (1), (2), (3), alors
Φi,i′ = b
−1
i
Φλc
−1
i
′
(ii) La famille (Φi,i′) de´finie par
Φi,i′(t) = [(x
−1
i
◦ ζ ◦ x−i′)
∨(t)]Trop + b
−1
i
Φλ(vλ)
ve´rifie les conditions (1), (2), (3).
Preuve : Prouvons le point (ii). Remarquant que pour tout Q, expression
rationnelle sans soustraction, [Q]Trop (0, ..., 0) = 0, (1) est clair. Utilisant 3.2
et 3.3 les points (2) et (3) sont clairs. Reste a` montrer le point (i). Soit (Φi,i′)
une famille ve´rifiant les conditions (1), (2), (3), on peut de´finir des applica-
tions Fi : B(λ) → Z
N
≥0 par Fi(b) = Φi,i′ ◦ ci′(b), b ∈ B(λ). Ces applications
ne de´pendent pas de i′ d’apre`s (2). Montrons par induction sur le poids de
b, que pour tout mot i, Fi(b) = b
−1
i
(Φλ(b)). Si b = vλ, c’est clair d’apre`s
(1). Si b = f˜i(b
′), on peut choisir un mot re´duit i′ commenant par i, i′ =
(i, i′2, · · · , i
′
N ). On a Fi′(b) = Φi′,i′ ◦ ci′(f˜i(b
′)) = Φi′,i′(ci′(b
′) + (1, 0, · · · , 0)).
Utilisant la condition (3) on a alors Φi′,i′(ci′(b
′) + (1, 0, · · · , 0)) = Φi′,i′ ◦
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ci′(b
′) − (1, 0, · · · , 0). Ainsi Fi′(b) = Φi′,i′ ◦ ci′(b
′) − (1, 0, · · · , 0) = Fi′(b
′) −
(1, 0, · · · , 0) = b−1
i
′ (Φλ(b
′))− (1, 0, · · · , 0) = b−1
i
′ (e˜iΦλ(b
′)) = b−1
i
′ (Φλ(f˜ib
′)) =
b−1
i
′ (Φλ(b)). Puis utilisant la condition (2), on a Fi(b) = b
−1
i
(Φλ(b)), pour
tout mot re´duit i.
4. L’involution de Schu¨tzenberger
4.1. L’involution i 7→ i∗ de l’ensemble {1, . . . , n} est de´finie par w0(αi) =
−αi∗ . Pour une suite d’indice i = (i1, · · · , im), on pose i
∗ := (i∗1, · · · , i
∗
m).
On note δ l’automorphisme de´fini sur les ge´ne´rateurs par,
δ(Ei) = Ei∗ , δ(Fi) = Fi∗ , δ(Hi) = Hi∗
Comme en 2.3, pour λ dans P+, l’application δ induit un automorphisme
de V (λ) note´ dλ qui pre´serve la base canonique. De plus pour tout e´le´ment
bi(t) de B(λ), on a dλ(bi(t)) = bi∗(t).
L’application ηλ := Φλ ◦ δλ correspond a` l’involution de Schu¨tzenberger.
4.2. Nous pouvons donner le rele`vement ge´ome´trique de l’application ηλ.
Soit i un mot re´duit de w0. On pose (l1, · · · , lN ) := b
−1
i
∗ ηλ(vλ).
Corollaire 4.1. Soit (t′1, · · · , t
′
N ) = b
−1
i
∗ ηλ(ci(t1, · · · , tN )), alors
t′k = lk − tk −
∑
j>k
aikij tj
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